A diszkrét és gyors Fourier transzformaéacio, illetve
ezen modszerek alkalmazasa fizikai problémak
szamitogépes megoldasaban

Bevezetés
A linedris transzformaciokat: a Fourier- és Laplace-transzforméciot

széles korben alkalmazzak a fizikiban és a csillagaszatban. Két
példa:

e Valtozocsillagiszat: Ae UMA fénygorbéje

e Rontgendiffrakcid: archeologiai minték kiértékelése

A Fourier-transzformalt definicigja és tulajdonsa-
gai

f(z) Fourier-transzformaltja: F(s) = jo f(z)e @5 dg.
Inverz transzformacio: f(x) = ?o F(s)eim*sds,

e’ = cos(p) + isin(p) felhasznalasaval:
F(s)= / f(z)cos(2mzs)dr — i / f(z)sin(2rzs)dx

Ha f paros (f(—z) = f(x)), akkor:
F(s)=F.(s) = 2/f(x) cos(2mzs)dx

0

(Cosinus Fourier-transzformdlt).

Ha f paratlan (f(—z) = —f(z)), akkor:
F(s) = —iF(s) = —Qi/f(x) sin(27zs)dx

(Sinus Fourier-transzformdlt).



Altalaban f se nem paros, se nem paratlan, de felbonthato egy paros
és egy paratlan fiiggvény Gsszegére: f(z) = E(x) + O(zx), ahol:

B(z) = 5 (f() + (~2)),

1
O(z) = 5 (f(z) - f(~2))-
Jelolje F¥(s) E Cosinus Fourier-transzformaltjat, F°(s) pedig O
Sinus Fourier-transzformaltjat.
A transzformacio linearitasat felhasznalva a f Fourier-transzformaltja:

F(s) = FE(s) —iFP(s).

A Fourier-transzformalt szimmetria- és skalazasi
tulajdonsagai

Lasd a 2. oldalon a tablazatot a kovetkezé cikkben:

An Introduction to Fourier Theory by Forrest Hoffman,
http://utcsl.phys.utk.edu/ forrest/papers/fourier/index.html

A Fourier-transzformalt diszkretizalasa

A gyakorlatban a fliggvényértékeket csak diszkrét helyeken ismerjiik
(mintavételezés), gyakran ez eleve adva van. Masrészt a szamitogépek
csak diszkrét adatokkal tud dolgozni és véges sok helyen tudjik a
fiiggvényértékeket és a Fourier-transzforméltat is kiszamolni.
e ha a mintavételezés adott:

Tegyiik fel, hogy az x4, ...,x, helyeken ismerjiik a fiiggvény-

értékeket: fi,..., fn. Ekkor (ha elég siirii a mintavételezés) a

Fourier-integrélt a kovetkez6 trapézformulaval kozelithetjiik:

= 70 f(z) cos(2mxs)dx — i 70 f(z)sin(2nzs)dx =

! ficos(2mx;s) + fir1008(27Ti418)
z 9 (»Tz'+1 - -772')_
=1
1
sin(2 sin(2
. Z fisin(2mx;s) + fit1sin(27wii1s) (2101 — 1)

2

=1



Ezt a formulét tetszbleges frekvencianal hasznalhatjuk a Fourier-
transzformalt kiszamitasira és konnyi programozni, pl. UNIX
alatt egy megvalositdsa AWK scriptben:

BEGIN {PI=3.14159265}

{dx=$1-prevx}

NR !'= 1 {cosp+=(cos(2+PI*s*prevx)*prevf+cos (2*xPI*s*x$1)*$2) xdx/2}
NR !'= 1 {sinp+=(sin(2*PI*s*prevx)*previ+sin(2+«PI*s*$1)*$2)*dx/2}
{prevx=$1}

{prevf=$2}

END {print s" "cosp" "(-1)*sinp" "sqrt(cosp*cosp+sinp*sinp)}

e ha megvalaszthatjuk:
Ekkor egyenletesen szoktak a mintavételezést valasztani és a
Fourier-transzformalt értékeit kiszamolni: f-et Ny helyen min-
tavételezik Ax lépésenként, a Fourier-transzformaltat is Ny he-
lyen szamoljak ki, sg 1épésenként. A Fourier-transzformalt rs
helyen vett F, értékére a kovetkezG formulat szoktdk megadni:

No—1

Fo= Y fen o
k=0

ahol Qg = 2 és fi, = Auf(kAx). Az F(s) = | f(z)e 2 da
képlettel osszevetve megkaphatjuk sg-t:
—irQok = —i2n(kAz)(rso)
Q 1

- 2rAr  NyAx

Az mintavételezés alsé hatara 0-nak van vélasztva, ezért az igy
definidlt F, nem egyezik meg F'(rsp)-al. Paros fiiggvénynél az
Osszefiiggés:

S0

F = Pwss)
" 2

A mintavételezés szabalyat Nyquist hatarozta meg: a maximalis
frekvencidju komponensbdl is legalabb kétszer kell mintat venni.
Ez azt jelenti, hogy ha a maximélis el6fordul6 frekvencia B, akkor
Az legfeljebb - lehet (a minimélis mintavételi frekvenciat, 2B-t
Nyquist-frekvencidnak nevezik).



A Gyors Fourier-transzformalt

Ez egy diszkrét Fourier-transzformacios algoritmus, Tukey és Cooley
fejlesztette ki 1965-ben. Az elénye: kevesebb (INZ helyett NylogNg
nagysagrendii) szorzas segitségével szamolja ki a Fourier transzfor-
maltat, ez jelentds gyorsulast eredményez, mivel a szamitogépeknél
a lebeg6pontos szorzas jelentds idGigényi mivelet. Azok az algorit-
musok terjedtek el, ahol Ny 2 hatvanya. (Allitolag ez nem sziikséges,
de a gyakorlatban f6leg ezt hasznaljak, ami elénytelen).

Egy konkrét algoritmus amit taldltam (és hasznalok):

Egy a[0, ..., 1, ..., Ng— 1] tombbe kell a bemend adatokat (Az f(iAx)-
et) rakni és az eredményt helyben késziti el (a-ba rakja):

alj] = ,é a[k]cos(ﬂ(k_}_T?).S)j).

A diszkrét Fourier-transzformécio képletével Osszevetve kapjuk:

a[.]:F(QJ\QIO—AJ;)



